









　This	article	 is	a	survey	of	 the	 recent	developments	 in	 term	structure	modeling,	
designed	 to	 examine	both	 the	 cross-sectional	 shape	of	 yield	 curves	 and	 their	
dynamics	 in	 the	 real	world.	 Since	Dai	 and	 Singleton	（2000）	 established	 its	
fundamental	 framework,	researchers	have	 focused	on	affine	term	structure	models	









いてのサーベイである。Dai and Singleton （2000） によってアフィンモデルの包括的な分類
についてのフレームワークが提示されて以降、イールドカーブの経験的性質を表現する上で、
リスクの市場価格やファクター間の相関に充分な柔軟性が必要な事が分かり、アフィンモデ






































金利の期間構造モデルの研究は、Vasicek (1977)、Cox et al. (1985)を嚆矢として発展
をとげてきた。その中で中心的に研究されてきたのは、Duﬃe and Kan (1996)のアフィ
ンモデルであり、解析解の存在もしくは解が常微分方程式（ODE）を解くことで容易に得
られる利便性が計量分析上大きな利点となっており、研究者の注目を集めてきた。
その定式化は様々な形が提案されてきたが、Dai and Singleton (2000)は、状態変数の
要素（ファクター）の数がN のアフィンモデルが、状態変数の中の CIR型ファクター 1)
の数mによってサブクラスに分類できる事を示し、それを記号 Am(N) (0 ≤ m ≤ N)で
表した。そして各クラスAm(N) 毎に最も一般性の高い標準的な定式化の形式が存在する
事を示した。これ以降のアフィンモデルの研究の多くが、Dai and Singleton (2000)によ
るクラス分類とその標準形をベースに行われてきている。


































モデル（QGモデル、Ahn et al. (2002)、 Leippold and Wu (2003)）が提案され、実証
分析で一定の成果を上げている。なおQGモデルはファクター数の拡張などによりアフィ
ンモデルでの表現も可能であるため（Cheng and Scaillet (2007)）、一種のアフィンモデ
ルと考えることもできる。
さらに、アフィンモデルや QGモデルの拡張として、ファクターの条件付確率分布が
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状態変数 dX(t) = (K˜0 − K˜1X(t))dt+Σ
√
S(t)dW˜ (t) (K˜0 ∈ RN , K˜1,Σ, S(t) ∈ RN×N )
ショートレート r(t) = δ0 + δ⊤1 X(t) (δ0 ∈ R, δ1 ∈ RN )
リスクの市場価格 Completelyアフィン
√
S(t)Λ(t) = S(t)λ1 (λ1 ∈ RN )
Essentiallyアフィン
√
S(t)Λ(t) = S(t)λ1 + I
−λ2X(t) (λ2 ∈ RN×N )
Extendedアフィン*
√
S(t)Λ(t) = λ1 + λ2X(t)





S(t)λ0 + S(t)λ1 + I
−λ2X(t) (λ0 ∈ RN )
QGモデル
状態変数 dX(t) = (K˜0 − K˜1X(t))dt+ dW˜ (t) (K˜0 ∈ RN , K˜1 ∈ RN×N )
ショートレート r(t) = δ0 + δ⊤1 X(t) +X(t)⊤δ2X(t) (δ0 ∈ R, δ1 ∈ RN , δ2 ∈ RN×N )
リスクの市場価格 Λ(t) = λ1 + λ2X(t) (λ1 ∈ RN , λ2 ∈ RN×N )
Wishartモデル





X(t) (k ∈ R, Q, M˜,X(t), W˜ (t) ∈ RN×N )
ショートレート r(t) = tr (ΨX(t)) (Ψ ∈ RN×N )
リスクの市場価格 Completely Wishart Λ(t) =
√
X(t)






X(t) (λ0, λ1 ∈ RN×N )
影の金利モデル
ショートレート r(t) = max[0, f(X(t))]
影の金利 f(X(t)) Kim and Singleton (2012)はガウス型アフィンモデル、QGモデルを適用




r(t) = r(X, t) (2)
• リスクの市場価格（N 次元ベクトル）Λ(t)の状態変数に関する関数形
Λ(t) = Λ(X, t) (3)
これらの関数形が特定されると、時点 tにおける満期 T > tの割引債価格 P (t, T )が以
下の期待値計算で求められる。
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割引債の価格 P (t, T )に対するイールド Y (t, T )は、次の式で定義される。
Y (t, T ) = − 1
T − t lnP (t, T ) (4)
イールドとショートレートの間には limT→t Y (t, T ) = r(t)という関係が成り立つ。
イールドカーブとは、観測時点 tを固定して、満期 T の関数としてみた Y (t, T )が描く
曲線を指す。観測時点 tの経過にともない、イールドカーブがどのような確率変動を見せ
るのかが、本稿で取り上げる実証分析の興味の中心である。
Y (t, T )は状態変数X(t)の何らかの関数となるため、その確率測度 Pのもとでの確率変
動は、状態変数X(t)の確率測度 Pのもとでの確率変動に規定される。測度 Pのもとでは、
dW (t) := dW˜ (t)− Λ(t)dt
で定義されるW (t)が標準ブラウン運動となり、測度 Pのもとでの状態変数の SDEは、式
(1)より次のようになる。
dX(t) = (µ˜X(X, t) + σX(X, t)Λ(X, t))dt+ σX(X, t)dW (t)
従って、状態変数の測度 Pのもとでのドリフトを µX(X, t)とすると、µ˜X(X, t)との間に、




T の割引債を時点 tから t + ∆tまで保有した時の対数リターン R(t,∆t)は、R(t,∆t) =
lnP (t +∆t, T ) − lnP (t, T ) で定義される。式 (4)のイールドの定義を用いると、リター
ンとイールドの間には次の関係が成り立つ。
R(t,∆t) = −(T − t−∆t)(Y (t+∆t, T )− Y (t, T )) + Y (t, T )∆t
つまり、割引債のリターンは期初のイールド Y (t, T )と、イールドの変化 Y (t+∆t, T )−
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dX(t) = (K˜0 − K˜1X(t))dt+Σ
√
S(t)dW˜ (t) (6)
r(t) = δ0 + δ
⊤
1 X(t) (7)
ここで δ0はスカラー、K˜0, δ1はN 次元ベクトル、K˜1,Σ, S(t)はN ×N 行列である。ま
た⊤は転置を表す。S(t)は対角行列で、i番目の対角成分が次のように状態変数のアフィ
ン形で定義される。




Duﬃe and Kan (1996)は、アフィンモデルの割引債価格が指数アフィンと呼ばれる次
の関数形で表される事を示している。


















[Σ⊤B(τ)]2i βi − δ1
初期条件はA(0) = 0, B(0) = 0N である。この割引債の価格式の導出は補論 1に示す。上
の割引債価格に対応するイールドは次の式で表される。
Y (t, T ) = −A(T − t)







dP (t, T )
P (t, T )



























[S(t)]ii = Xi(t), 1 ≤ i ≤ m (11)
[S(t)]ii = 1 +
m∑
j=1












式 (11)の諸条件とともに、K˜0、K˜1の定式化を反映すると、CIR型のファクターXi(t) (1 ≤






 dt+√Xi(t)dW˜ (t), [K˜0]i > 0 (12)
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S(t)Λ(t) = S(t)λ1 + I
−λ2X(t)
ここで λ2はN ×N 行列である。また I−はN ×N の対角行列で、I−ii は状態変数の第 i
要素Xi(t)がCIR型であれば（Am(N)の標準的表現の場合は i ≤ mの場合）0、ガウス型
ファクターであれば（同じく i > mの場合）1と定義される。I−の定義により、CIR型
のファクターは第 2項目に現れないが、ガウス型のファクターは第 2項目に現れることが
できる。従って、ガウス型ファクターを持つm < N である Am(N)モデルでは、リスク
プレミアムの確率変動の自由度が Completelyアフィンモデルに比べて高くなり、リスク
プレミアムの符号の変化も可能となる。状態変数が全てガウス型であるA0(N)の場合は、




Cheridito et al. (2007)によるリスクの市場価格の拡張で、次の式で定義される。√






































Ahn et al. (2002)、Leippold and Wu (2003)によるQuadratic Gaussianモデル（QG
モデル）は、状態変数の確率過程がガウス型のアフィン過程
dX(t) = (K˜0 − K˜1X(t))dt+ dW˜ (t)
に従い、ショートレートは、アフィンモデルの場合の式に、状態変数に関する 2次形式が
加わった次の式で表される。
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ここで δ2はN ×N の定数行列である。
アフィンモデルでは、状態変数の全てのファクターが CIR型であるAN (N)を除いて、
ショートレートがマイナスになる可能性を排除できない。これに対してQGモデルでは、




Λ(t) = λ1 + λ2X(t)
となり、リスクプレミアムの確率変動、符号の変化の自由度が高い。
QGモデルの割引債価格は次の式で表される。





= 2C(τ)2 − C(τ)K˜1 − K˜⊤1 C(τ)− δ2
dB(τ)
dτ
= 2C(τ)B(τ)− K˜⊤1 B(τ) + 2C(τ)K˜0 − δ1
dA(τ)
dτ
= tr (C(τ)) +
1
2
B(τ)⊤B(τ) +B(τ)⊤K˜0 − δ0
ただし初期条件は A(0) = 0、B(0) = 0N、C(0) = 0N×N である。この価格式は、補論 1
に示したアフィンモデルの価格式の導出と同様の方法で得られる。
Cheng and Scaillet (2007)は、状態変数を増やすことで、QGモデルがアフィンモデ
ルに書き換えられる事を示している。Almeida et al. (2011)はこの事をもって、彼らの
Extendedアフィンモデルに限定した実証分析は十分に一般性があると論じている。しか
し Cheng and Scaillet (2007)は、QGモデルから書き換えられたアフィンモデルは、ガ




Gourieroux and Sufana (2003)が提唱するWishartモデルは、状態変数X(t)をN ×N
の半正定値行列とし、X(t)が測度Qのもとで次のWishart過程に従うとする。
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条件 k > N − 1によって X(t)の半正定値性が得られ、さらに kに対する条件を強めて
k ≥ N +1とすると、X(t)は正定値行列となる。また状態変数の条件付一次、二次モーメ
ントは次のように解析的に与えられる。
E[Xt+∆t|Xt] = Φ∆tXtΦ⊤∆t + kV∆t









ただし In2 は n2 × n2の単位行列、vecは行列の要素を縦ベクトルにベクトル化する作用
素、⊗はクロネッカー積である。またKn,nは交換行列（commutation matrix）で、任意
の n× n行列H に対して次のように定義される。
vecH⊤ = Kn,nvecH
次に、Wishartモデルのショートレートは次の式で定義される。






















= B(τ)M˜ + M˜⊤B(τ) + 2B(τ)QQ⊤B(τ)−Ψ
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実確率測度 Pのもとでの、時点 tから見た時点 t+∆tでのイールド変化の期待値、すな
わち条件付一次モーメントは、債券の期待超過リターンを定める。Fama and Bliss (1987)、











t+1 − lnPnt = −(n−1)yn−1t+1 +nynt
で表される。期待仮説は、時点 tにおける条件付期待リターンEt[hnt+1]が、1期間のスポッ
トレート y1t プラス定数 cnとなっているとの仮説である。この仮説のもとでは、
Et[h
n











yn−1t+1 − ynt = ϕn
ynt − y1t
n− 1 + αn + ϵn (16)
(αnは定数、ϵnは残差)という線形回帰を行うと、期待仮説が成り立つ場合には回帰係数
ϕnが 1となる。
しかし Campbell and Shiller (1991)などによる米国債の実証研究では、回帰係数 ϕn
は有意に負の値となり、満期 nが大きいほど負の値が大きくなる事が示された。Dai and
Singleton (2002、2003)は、モデルがインプライする ϕn がデータの ϕn に一致する事を
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yn−1t+1 − ynt = ϕn
ynt − y1t
n− 1 + αn + ϵn (16)
(αnは定数、ϵnは残差)という線形回帰を行うと、期待仮説が成り立つ場合には回帰係数
ϕnが 1となる。
しかし Campbell and Shiller (1991)などによる米国債の実証研究では、回帰係数 ϕn
は有意に負の値となり、満期 nが大きいほど負の値が大きくなる事が示された。Dai and
Singleton (2002、2003)は、モデルがインプライする ϕn がデータの ϕn に一致する事を




Cochrane and Piazzesi (2005)はさらにイールドスプレッド以外の要素を含める事で説明
力をより高められるかを調べた。説明変数をスポットレート及び複数のフォワードレート
とし 6)、被説明変数を満期 5年までのイールドの期間 1年の変化とした重回帰モデルの決
定係数が、式 (16)の単回帰モデルのおよそ 2倍の 0.36から 0.39という高い水準になる事
を示している。
3.2 イールドの条件付ボラティリティ（条件付二次モーメント）
Dai and Singleton (2003)は、イールドの条件付ボラティリティが時間変化し 7)、持続
的 (persistent)である事を指摘し、金利の期間構造モデルが満たすべきこの性質を CVY
































































の高い近似法（Dai and Singleton (2002)）が用いられる。
モーメント法を用いた分析では、Buraschi et al. (2008)が古典的モーメント法、Leippold
and Wu (2003)が一般化モーメント法（GMM）を用いたパラメータ推定を行っている。
対象のモーメントとしては無条件のイールドの平均、分散などの他、LPYの係数などを選
択している。これに対しDai and Singleton (2000)などは、Gallant and Tauchen (1996)
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の高い近似法（Dai and Singleton (2002)）が用いられる。
モーメント法を用いた分析では、Buraschi et al. (2008)が古典的モーメント法、Leip old
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の高い近似法（Dai and Singleton (2 02)）が用いられる。
モーメント法を用いた分析では、Buraschi et al. (2 08)が古典的モーメント法、Leippold
and u (2 03)が一般化モーメント法（GMM）を用いたパラメータ推定を行っている。
対象のモーメントとしては無条件のイールドの平均、分散などの他、LPYの係数などを選



























は、Cochrane and Piazzesi (2005)によるフォワードレート回帰の決定係数を用いる事が
できる。
5.1.1 EssentiallyアフィンモデルとCompletelyアフィンモデル
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は、Cochrane and Piazzesi (2005)によるフォワードレート回帰の決定係数を用いる事が
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Gourieroux and Sufana (2003)のWishartモデルは金利の非負性、確率的ボラティリ
ティに加えて、ファクター間の相関にも確率変動を導入できる非常に自由度の高いモデル
である。Buraschi et al. (2008)は、2×2のWishartモデルの実証分析において、リスクの
市場価格がCompletelyアフィンモデルと同様の制約的なモデル（Completely Wishartモ
デル）でも、EssentiallyアフィンモデルのA0(3)と同程度に LPYを満たす事を示してい
る。一方でChiarella et al. (2011)は、より最近の米国債の満期 30年までの割引債を用い
てイールドの予測誤差の実証分析を行い、Completely Wishartモデルの予測精度は 3ファ














Ahn et al. (2002)はセミ・ノンパラメトリックモデルでデータの条件付ボラティリティ
を推定し、条件付ボラティリティの水準が非常に大きな確率変動を見せる事を明らかにし

































































無条件ボラティリティの hump shapeに関しては、Dai and Singleton (2000)が米ドル
金利スワップを用いて行ったCompletelyアフィンモデルの実証分析で、A1(3)、A2(3)が
hump shapeを持つ事が示されている。Dai and Singleton (2000)は hump shapeの実現
のためにはファクター間に負の相関を持たせられる事が必要だと論じている。
5.2.2 QGモデルとWishartモデル













期間構造を持っているのに対し、2× 2のCompletely Wishartモデルは 3年から 4年の満
期をピークとする hump shapeを持っている。Wishartモデルはファクター間の相関の柔
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Wishartモデルに関しては、Chiarella et al. (2011)による、2×2のCompletely Wishart
モデル、Extended Wishartモデル、及びWishartモデルで表現された 2ファクターの
Extended CIRモデルの比較において、Extended Wishartモデルのプライシングエラー






























































































引可能な証券の価格を一般的に関数 F (X(t), t)で表す。伊藤の補題により、F (X(t), t)の
SDEは以下のように表される。




































































= r(t)F (X(t), t)
(17)
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Wishartモデルに関しては、Chiarella et al. (2011)による、2×2のCompletely Wishart
モデル、Extended Wishartモデル、及びWishartモデルで表現された 2ファクターの
Extended CIRモデルの比較において、Extended Wishartモデルのプライシングエラー































満期 T の割引債の価格 P (X(t), t)もこの PDEを満たし、初期条件は P (X(T ), T ) = 1で







表現が可能であるから、PDE(17)の解として P (X(t), t) = eA(T−t)+B(T−t)⊤X(t)という形
を予想する。ただし A(τ)は確定的な実数値関数、B(τ)は確定的なN 次元ベクトル値関
数である。これより、∂P∂t = −P (A′ + B′⊤X)、∂P∂x = PB、 ∂P∂x∂x⊤ = PBB⊤ であるので、
P (X(t), t)、及び式 (7)の r(t)を PDE(17)に代入すると、次の方程式を得る。






S) = δ0 + δ
⊤X (18)
S(t)の定義式 (8)中のαi、βiに対して、α∗ := diag(α1, . . . , αN )、β∗i := diag(β1i, . . . , βNi)










































なお初期条件はA(0) = A(T − T ) = 0、B(0) = B(T − T ) = 0である。
註
1) Cox et al. (1985)がショートレートのモデル化に用いた 1ファクターの確率過程。ボラティリティが状態変
数の平方根となっているため、状態変数が負にならない。
2) 長短スプレッドが大きいほど、イールドが次の期に低下しやすい事を意味する。
3) 広義のアフィンモデルで、Dai and Singleton (2000)の定義に当てはまらないものがある事が報告されてい






後述する Kim and Singleton (2012)による影の金利モデルの実証分析では、影の金利 f(x)の確率過程とし
て、最小値の条件を外した QGモデルを利用している。
6) 具体的には期間 1年のスポットレート、及び 1年先から 4年先までの 4つの期間 1年のフォワードレートを
説明変数とした。
7) 確率的ボラティリティとも呼ばれる。






t=1(xt − xˆt)2 によって定義される。
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号は、CA は Complet ly アフィン、EsA は Essentially アフィン、ExA は Extended アフィン、SA は
セミアフィン、QG は Quadratic Gaussian、CW は Completely Wishart、ExW は Extended Wishart、SR は影の金利
モデルを表し、カッコ内の数字はファクター数を表す。検証モデルは各文献で分析されている主なモデル。対象データ
の IRS は金利スワップ、数字はデータの期間（年）、カッコ内の数字は分析対象のイールドの年限（m：ヵ月、y：年）
を表す。
